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感染症流行のモデル

 SIRモデル

人口𝑁の集団における未感染者の数𝑆、感染者の数𝐼、
回復者(死者も含める)の数𝑅は、

𝑆 + 𝐼 + 𝑅 = 𝑁

を満たし、時刻𝑡に関する常微分方程式に従う：
𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼 − 𝛾𝐼

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼

ここで、𝑁, 𝛽, 𝛾は正の定数である。ただし、𝛽 ∝ 1/𝑁であ
り、𝛽 = 𝛽0/𝑁とする。𝛽0は一人から単位時間に感染す
る人の数（定数）。
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モデル方程式

前頁の式から𝑆を消去すると、𝐼と𝑅の時間発展方程式が
得られる：

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽 𝑁 − 𝐼 − 𝑅 𝐼 − 𝛾𝐼

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼

変数を𝑁で規格化し、𝑢 = 𝐼/𝑁, 𝑣 = 𝑅/𝑁とする。また、
1/𝛾で時間を規格化し、𝜏 = 𝛾𝑡とすると、上の方程式は、

𝑑𝑢

𝑑𝜏
= 𝑅0 1 − 𝑢 − 𝑣 𝑢 − 𝑢

𝑑𝑣

𝑑𝜏
= 𝑢

となる。𝑅0 = 𝛽0/𝛾は基本再生産数と呼ばれ、モデルを
特徴付ける唯一のパラメータである。
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数値計算

𝑢, 𝑣の時間発展方程式の初期値問題を単純なオイラー差分法
によって数値的に解く。時刻を 𝜏𝑛 = 𝑛Δ𝜏 𝑛 = 0, 1, 2, … とし、

𝜏𝑛における 𝑢, 𝑣 の近似値を(𝑢𝑛, 𝑣𝑛)とすると、以下の式が得ら
れる。

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 + Δ𝜏 𝑅0 1 − 𝑢𝑛 − 𝑣𝑛 𝑢𝑛 − 𝑢𝑛
𝑣𝑛+1 = 𝑣𝑛 + Δ𝜏𝑢𝑛

計算例：𝑅0 < 1 のとき、感染者は減少するが、𝑅0 > 1 のとき
には、感染者は急激に増加することがわかる。
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𝑅0 = 0.9 𝑅0 = 1.5

初期値：
𝑢0 = 0.001
𝑣0 = 0



演習課題1

一定の割合で人の交流がある2つの集団（集団
1と集団2）を考える。これらの集団の片方（ある

いは両方）で感染症が発生したときの感染者数
の時間変化を表すモデルを構築し、それに基づ
き、いくつかのパラメータの値に対して数値計算
を行い、これらの集団における感染症流行の特
徴を議論せよ。

例えば、次頁に示すモデルを参考にしてもよい。
ただし、このモデルは非常に単純化したものなの
で、改良を加えていただいてもかまわない。
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2集団SIRモデル

それぞれの人口が 𝑁1, 𝑁2 の2つの集団間で、単

位時間あたり、𝛼1𝑁1と𝛼2𝑁2の人が相互に入れ替
わるとする。これらの人はそれぞれの集団から
任意に選ばれるとする。したがって、集団1では

𝛼1𝐼1の感染者が出て行き、𝛼2𝐼2の感染者が入っ
てくる。𝑅1についても同様である。集団2では、対
応した（逆の）移動がある。

簡単のため、𝛼1𝑁1 = 𝛼2𝑁2 とする。即ち、𝑁1, 𝑁2
は時間変化しない。

（次頁のモデル方程式では、
𝛼1

𝛾
, 
𝛼2

𝛾
を 𝛼1, 𝛼2 と書く）
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モデル方程式系

集団1
𝑑𝑢1
𝑑𝜏

= 𝑅0 1 − 𝑢1 − 𝑣1 𝑢1 − 𝑢1 + 𝛼1 𝑢2 − 𝑢1

𝑑𝑣1
𝑑𝜏

= 𝑢1 + 𝛼1 𝑣2 − 𝑣1

集団2
𝑑𝑢2
𝑑𝜏

= 𝑅0 1 − 𝑢2 − 𝑣2 𝑢2 − 𝑢2 + 𝛼2 𝑢1 − 𝑢2

𝑑𝑣2
𝑑𝜏

= 𝑢2 + 𝛼2 𝑣1 − 𝑣2

パラメータ

𝑅0 ,    𝛼1 ,    𝑁1/𝑁2 (𝛼2 = 𝛼1𝑁1/𝑁2)
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計算結果（例）
パラメータ
𝑅0 = 0.9,
𝛼1 = 0.0001,
𝑁1/𝑁2 = 100

初期値
𝑢1 = 0.0001
𝑣1 = 𝑢2 = 𝑣2 = 0

パラメータ
𝑅0 = 1.0,
𝛼1 = 0.0001,
𝑁1/𝑁2 = 100

初期値
𝑢1 = 0.0001
𝑣1 = 𝑢2 = 𝑣2 = 0

パラメータ
𝑅0 = 1.1,
𝛼1 = 0.0001,
𝑁1/𝑁2 = 100

初期値
𝑢1 = 0.0001
𝑣1 = 𝑢2 = 𝑣2 = 0



ベローゾフ・ジャボチンスキー反応（BZ反応）

 FKN機構

化学振動反応
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[R. J. Field, E. Körös, R. M. Noyes, J. Am. Chem. Soc. 94, 8649 (1972)]

(from Wikipedia)time

振動に関与する反応

１０個の反応式



オレゴネーター

– １０以上の反応式

５つの反応式

 2変数モデル（タイソン）

– はそれぞれ HBrO2, Ce4+ の濃度に対応

– は無次元化された時間、 は定数

BZ反応のモデル

10（時間スケール～50 sec）

http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin%7balign*%7d%0d%0a/epsilon%20/frac%7bdu%7d%7bdt%7d%20&=%20u(1-u)-/frac%7bbv(u-c)%7d%7bu+c%7d%20//%0d%0a/frac%7bdv%7d%7bdt%7d%20&=%20u%20-%20v%0d%0a/end%7balign*%7d
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin%7balign*%7d%0d%0au,%20/;%20v%0d%0a/end%7balign*%7d
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin%7balign*%7d%0d%0at%0d%0a/end%7balign*%7d
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin%7balign*%7d%0d%0a/epsilon,%20/;%20b,%20/;%20c%0d%0a/end%7balign*%7d


振動（力学系）の特徴

 平衡点の安定性
– 平衡点： となる

– 時間とともに平衡点に近づく：安定、遠ざかる：不安定

 リミットサイクル振動
– 初期値によらず閉じた軌道（リミットサイクル）に近づく
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http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin%7balign*%7d%0d%0adu/dt=dv/dt=0%0d%0a/end%7balign*%7d
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin%7balign*%7d%0d%0a(u,v)%0d%0a/end%7balign*%7d


数値シミュレーション

前回と同様の手法でシミュレーションを行う。

いろいろなパラメータや初期値に対して計算する。
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パラメータ： ε=0.03, b=1, c=0.01, Δt=0.005
初期値： u=1, v=0



数値スキーム

モデル方程式

オイラー差分法
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演習課題2

オレゴネーター（2変数モデル）によるシミュレー

ションを行い、リミットサイクル振動するばあいに
ついて の時間変化のグラフと軌道図
を描く。初期値を変えて行い、同じリミットサイク
ルに近づくことを確かめる。

 リミットサイクル振動でない場合の の
時間変化のグラフおよび軌道図を描く。用いたパ
ラメータの値も記す。
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http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin%7balign*%7d%0d%0au(t),%20/;%20v(t)%0d%0a/end%7balign*%7d
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin%7balign*%7d%0d%0au(t),%20/;%20v(t)%0d%0a/end%7balign*%7d
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