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偏微分方程式とそれによって表さ
れる現象 

複数の変数をもつ関数とその偏導関数の間に成
り立つ関係式を偏微分方程式という。 

現象の例 

– 電荷密度𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧)による静電ポテンシャル𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

ポアソン方程式： 
𝜕2𝜓

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝜓

𝜕𝑦2 +
𝜕2𝜓

𝜕𝑧2 = −
𝜌

𝜖0
 

– 濃度𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)が均一になる過程 

拡散方程式： 
𝜕𝑐

𝜕𝑡
= 𝐷(

𝜕2𝑐

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑐

𝜕𝑦2 +
𝜕2𝑐

𝜕𝑧2) 

– 神経軸索上を伝わるパルス（膜電位の時間変化） 
反応拡散方程式： 
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𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝐷𝑢

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 + 𝑓(𝑢, 𝑣) 

𝜕𝑣

𝜕𝑡
= 𝐷𝑣

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2 + 𝑔(𝑢, 𝑣) 



薬物が溶媒中で広がる様子 

溶質が“流れ出る”速さは濃度の勾配に比例する。 

 

 

溶質の増加量は流入量に等しい（保存則）。 

 

 

 

拡散方程式 
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（Fick の法則） 

http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}

j = -D/frac{/partial c}{/partial x}

/end{align*}
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}

c

/end{align*}
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}

x

/end{align*}
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}

/frac{/partial c}{/partial t}=D/frac{/partial^2 c}{/partial x^2}

/end{align*}


初期条件と境界条件 

拡散方程式を解く範囲： 

初期条件：最初の状態（濃度分布）を与える 

– 時刻      での  の値（  の関数）を与える。 

境界条件：“端”での条件を与える 

– ディリクレ条件 

            での  の値を与える 

– ノイマン条件 

            で       とする 

– 周期境界条件 

                              とする 
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http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}

t=0

/end{align*}
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}

c

/end{align*}
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}

x

/end{align*}
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}

t>0, /; x_L < x < x_R

/end{align*}
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}

x=x_L, x_R

/end{align*}
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}

c

/end{align*}
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}

x=x_L, x_R

/end{align*}
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}

/frac{/partial c}{/partial x} = 0

/end{align*}
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}

c(x+X,t)=c(x,t),/; X/equiv x_R-x_L

/end{align*}


拡散方程式の解 

無限領域（−∞ < 𝑥 < ∞）での解析解 

 

有限領域での数値解 

– ディリクレ条件（𝑐 = 0 at 𝑥 = ±20） 

– ノイマン条件（
𝜕𝑐

𝜕𝑥
= 0 at 𝑥 = ±20） 
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拡散方程式を差分化する 

–                 での  の値を   と書く 

 

 

 

  

拡散方程式の差分化（陽的解法） 
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http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}

t_n = n/Delta t, /; x_i = i/Delta x

/end{align*}
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}

c

/end{align*}
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}

c_i^n

/end{align*}
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}

c_i^{n+1} = c_i^n +/frac{D/Delta t}{/Delta x^2}

(c_{i-1}^n -2c_i^n + c_{i+1}^n )

/end{align*}
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}

x

/end{align*}
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}

t

/end{align*}
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}

t_0

/end{align*}
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}

t_1

/end{align*}
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}

x_0

/end{align*}
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}

x_1

/end{align*}
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}

x_2

/end{align*}
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}

c_2^1

/end{align*}
http://maru.bonyari.jp/texclip/texclip.php?s=/begin{align*}

/frac{/partial c}{/partial t}=D/frac{/partial^2 c}{/partial x^2}

/end{align*}


(x,t) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0

0.1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0
0.2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0
0.3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0
0.4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0
0.5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0
0.6 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0
0.7 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0
0.8 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0
0.9 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0

拡散方程式をExcelで解く 

横方向に 𝑥, 縦方向に 𝑡 をとる。 

初期条件を設定する。 

境界条件を設定する。 

差分式を入力する。 
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初期条件 
境界条件 



薬物の放出量を求める 
ゲル中の薬物の拡散 

 

 

 

薬物の放出量 
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撹拌 
ゲル 

濃度 𝑐(𝑥, 𝑡) 

（放出量）＝（初期のゲル中の薬物量）ー（時刻𝑡でのゲル中の薬物量） 

ゲル中の薬物量： （台形公式） 



演習課題 

 𝑥𝐿 < 𝑥 < 𝑥𝑅 の範囲で拡散方程式を解く。 

– 𝑥𝐿 = 0, 𝑥𝑅 = 40 くらい 

– 初期条件 
 𝑐 𝑥, 0 = 𝐶0 (𝑥𝐿 < 𝑥 < 𝑥𝑅) 

– 境界条件 

 𝑐0 = 𝑐1 （ノイマン条件）, 𝑐𝑁 = 𝐶1 （ディリクレ条件） 

– パラメータ：𝐶0, 𝐶1, 𝐷（拡散係数） 
 Δ𝑥 = 1, Δ𝑡 = 0.1 くらい 

いくつかの時刻での濃度分布のグラフを描く。 

薬物放出量の時間変化のグラフを描く。 
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グラフ（例） 
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パラメータ： 
𝐷 = 1.0 
𝐶0 = 1.0 
𝐶1 = 0.0 
Δ𝑥 = 1.0 
Δ𝑡 = 0.1 


